



































































































































































































































































































回転対称性ということだ。正 n角形なら重心の周りに \underline{360} 度回転させると元の図
n
形に重なる。回転角は正三角形なら 120^{\mathrm{o}}、正方形なら 90^{\mathrm{O}}、正五角形なら 72^{\mathrm{o}}、正







場合は 120^{\mathrm{o}}、つまり、 0\circ, 120^{\mathrm{o}}, 240^{\mathrm{o}} の三種類の回転で不変だが、正方形の時は
0\circ, 90^{\mathrm{o}}, 180^{\mathrm{o}}, 270^{\mathrm{o}} の4種類の回転で不変になる。一般に正 n 角形なら n種類の回








































あり、実際にこの n本は対称軸になっている。 n が奇数なら、交点の組み合わせは
(頂点、辺の中点) という組み合わせだけであり、回転すれば対称軸はみな同じも


















` 運動 ” によって写されているためである。
しかし、線対称のときは、必ずしもそう感じられてはいないような気がする。あ
る図形 S (例えば図2で \triangle ABC ) があったとする。適当に直線 \ell を引いて、二つ
の部分  S_{1}(=\triangle ABH) と S_{2}(=\triangle AC\mathrm{H}) に分割したとき、 S_{\mathrm{i}} を \ell に関して折り返せ
ば  S_{2} に重なる、というイメージになっていないだろうか。(筆者の網膜の底に蝶
の羽の動きが浮かび、どこかでバタンバタンと ドアが開け閉めされる音が聞こえ
てくる。) 図形 S 自身が動いていって鏡映像に重なるというようにはなっていない
のだ。










論、‘ ジーッ’ と動かす代わりに、‘スーッ” と動かしても良いし、‘ベターッ’ と
動かしても構わない。動かす前と動かした後の結果だけがあるのではなく、動か
していく途中があるということが問題なのであって、この途中というのがどんな
経過をたどっても構わないが、その経過が ‘連続 ” 的であるという保証が必要な
のである。
連続的に図形を動かしていくと、形が変わらない (運動の前後の図形が合同であ




2次元の図形の向き付けについて説明しよう。図形 S の各点 p に対して、点 p を
中心とした円を考え、その円の内部を p の近傍 (点 pの近くの点の集まりというこ
と ) と言う。実は円でなくても、凸多角形でも任意の凸な図形を囲む曲線でも構
わない。もっと言えば、凸でなくてもよい、あるちょっとした条件を充たす図形な















この点 p を中心とするある小さな円  $\gamma$ を考える。  $\gamma$ の内部にある点  q は点 p に近
い点であると考えられる。この点 q の周りにも、 q を中心とする同心円群が考えら
れるが、その向きもすべて右回りにすべきであろう。というのは、円周の向きは

















面上の1点を選んで原点  O と呼び,直交座標を入れておこう。 O を中心とする同
心円群は平面全体を覆い尽くす。平面の任意の点 P= (x, y) に対し、 P を中心と
する例えば半径1の円は、 O を中心とする半径 1+\sqrt{x^{2}+y^{2}}の円と接する。従っ
て、点 P の周りの向き付けは原点 O の周りと同じに出来る。
この説明とは別の少し回りくどい証明の方が良いかも知れない。 x, y が共に整数
であるような点 P=(x, y) を格子点という。
図3: 格子点
各格子点 P を中心に半径1.3の円 $\gamma$_{P} を描き5、円 $\gamma$_{P} の内部の点 p は円の中心
P と線分で結べることとする。こうすれば 格子点 P= (x, y) と Q = (z, w) は、
|x-z|+|y-w| =1 のとき、線分で結べることになる。平面上のすべての点 p は
どれかの円 $\gamma$_{P} の内部に含まれるから、 p と格子点 P とが結ばれ、格子点 P は原点






原点  O の周りの向き付けを定めれば、任意の点 p の周りの向き付けも自動的に
決まることになる。点p と O とを折れ線で結べば、直接線分で結ばれている点同
士は、ある円 $\gamma$_{P} の内部にあることになり、次々と向き付けが決まっていくのであ













































れば良い。空間の各点  p に (同心円群の代わりに) 同心球面群を考えれば、球面
は向き付け可能な2次元図形だったから、一斉に一定の向きを定めることが出来
る。この時、点 pの周りに向き付けを定めたと言うのである。
さて点 p を通る平面  $\alpha$ を考えると、同心球面群との交わりとして点  p の周りに
平面  $\alpha$ 上の同心円群が定まる。そこで,この同心円群に自動的に向きが定まるだ
ろうか? この向きが自動的に定まるような機構はないのである。時計の場合と
同様にこの平面  $\alpha$ のどちら側から見るかを指定しておかねばならない。平面  $\alpha$ と
ある同心球面  S との交わりである円周  $\gamma$ からある点  q を選ぼう。点 q での円周  $\gamma$ の
向きは、同心球面  Sの上に定められている向きだけでは決まらないが、平面  $\alpha$ の
どちら側から見るかも指定してあれば定まる。そうすれば,この点  p に於ける平









































称にしろ、図形  S がある対称変換で図形 S 自身に写されるということにあった。
もしかすると、対称変換で図形 S がひらひらと飛んでいって図形 S の上にそっと
止まるというようなイメージを持つ人がいるかも知れない。もしかすると、タイ

















































































正方形 OABC を o^{\rightarrow}A の方向に a だけ平行移動すると、辺 AB の右側に同じ正方
形がくっつく格好になり、横が長さ 2a の長方形が得られる。もう一度同じ平行移
動をすれば横が 3aの長方形になり、次々に移動を繰り返せば、辺 AB の右方に横
がいくらでも長い長方形が得られる。
勿論方向を逆にして、A0の方向に a だけ平行移動していけば、辺 OC の左方に
次々とこの正方形をくっつけていくという感じになる。左右とも無限に続ければ、
この平面を横断する幅 a の帯が得られることになる。得られた幅 a の無限の長さ
の帯 (リボン) が長さ a ずつで区切られている。その1つ1つの正方形を別の色
で塗るなり、1つおきに同じ色で塗ったりすれば、帯に模様が出来る。このよう
なとき正方形による帯のパターンが得られたと言っても良いだろう。
更に、 OC と CO の方向に a だけの平行移動を繰り返せば、無限の長さの十字形
が得られる。また別に、元の正方形 0ABC に対してだけでなく、左右に動かした






するパターンであり、パターン IV_{0} と呼ぶことにしよう 10_{\mathrm{o}}







o^{\rightarrow}A 方向 a だけの平行移動という言い方は感覚的には分かり易いかもしれない
が、多少曖昧なところもあるし用語としての重複もあるので、矢印ベクトル OA
の平行移動という言い方を導入しよう。
矢印ベクトル OA というとき、普通始点 O から終点 Aへの方向と長さ、つまり




むしろ単に平面の点の順序対 (O, A) だと考えたほうがはっきりする11。その前
の点 O を始点と呼び、後ろの点 A を終点と呼べばよい。そして、方向とは何かを
問わない代わりに、ベクトル OA の平行移動 T=T_{\vec{\mathrm{O}}A} を平面  $\alpha$ の変換  T :  $\alpha$\rightarrow $\alpha$
として確定した意味を与えればよい。
そこで、平面  $\alpha$ の任意の点  P の像 Q=\mathrm{T}(P) を次のように定めるのである。  $\alpha$ 上
に点  O, A, P をとる。 OA は有向線分である (図7左) 。点 O と P を結び、 OA, OP
を2辺とする平行四辺形を作り新しく得られた頂点を Q とするのである (図7中)。

















\sim^{\sim^{\leq}} \sim C∼て \sim\sim\sim
図7: 平行移動








4.3 パターン III_{1} (正三角形)















形でやったようにもう一つの方向を OA に垂直な方向にとってみよう。頂点 B か
ら OA に下ろした垂線の足を H とすると、 BH の長さは \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a となる (□ 9左) \bullet
 BH\rightarrow 方向に長さ  a の平行移動をすると、元の \triangle OAB から離れてしまって隙間があ
りすぎるので 代わりに長さ \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a の平行移動をすると、 $\Phi$^{\backslash }OA の中点が新しい正
三角形の頂点の位置に来る (図9中)。これにベクトル o^{\rightarrow}A の平行移動を重ねてや
れば図9の右図になる。
図10: 正三角形を上下左右へ、パターン III_{1}










また同じ正三角形になっている。例えば \triangle ADB は線分 AD, DB, BA によって囲






さて \triangle ADB は、 \triangle OAB から線分 AB の中点を中心に 180^{\mathrm{o}} の回転をして得られ







さて、話を戻そう。 AB の中点の周りに平面全体を回してしまったが、 \triangle 0AB
を回して \triangle ADB を得ただけの所に戻ってみよう (図11左)。これをまた AD の中
点の周りに 180^{\mathrm{o}} 回転させると \triangle ACD が得られる (図11中)。これは単に \triangle OAB
を右に長さ a の平行移動をしたものだった。
AB の中点、 DA の中点、 CD の中点、等等に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を繰り返してい
けば右の方に、また左の方に B0の中点等々の周りの 180^{\mathrm{o}} 回転を繰り返していけ
ば 幅 \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a の無限に長い帯が得られ、正三角形による帯のパタ - ンが得られたこ
とになる (図11右)。




体が覆えることになる。つまり、  BH_{\backslash }\rightarrow  HB\rightarrow 方向の長さ \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a の平行移動を繰り返
















A の周りの 60^{\mathrm{o}} 回転を2度行えば、確かに平行移動して得られる正三角形に重な
りはするが、変換としては同じではない。回転では頂点 A は動いていないが、平
行移動は不動点を持たないのだから。
パターンを重視して言うことにすれば、 AB の中点の周りの 180^{\mathrm{o}} 回転と異なっ




4.4 パターン IV_{1} (平行四辺形) とパターン IV_{2} (長方形)
パターン III_{1} では平行移動だけでは平面を埋められなかったので、辺の中点に






れば、平行移動以外のパターン IV_{0} を変えない合同変換として、頂点に関する 90^{\mathrm{O}}

























は,ここでは、 a\neq b とか内角がある特定の角度でないという意味である16。
o^{\rightarrow}A 、  AO\rightarrow 方向の長さ  a=|0A| の平行移動と、 o^{\rightarrow}c 、 c^{\rightarrow}o 方向の長さ b= |0C| の
平行移動を繰り返して行えば、平面が埋め尽くされることが分かる (図12右図)。
このパターンを IV_{1} と呼ぼう。パターン IV_{1} で他に許される変換には、頂点に関す
る 180^{\mathrm{o}} 回転、辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転と、平行四辺形の中心 (対角線の交点)
に関する 180^{\mathrm{o}} 回転 (点対称と同じ) があるが、パターン IV_{0} で許された他の変換
はこのパターンを保たないことが分かる。特にどんな鏡映も許さない。
















































トル2  OA の平行移動とはベクトル OA の平行移動を2度行うことであり、 x>0

























内角はすべて直角であるか又は 60^{\mathrm{o}} と 120^{\mathrm{o}} の組み合わせでないといけない。
菱形で直角なら正方形であり、パターン IV_{1} はパターン IV_{0} に戻ってしまうが、













このパターン I巧では、ベクトル o^{\rightarrow}A の平行移動、ベクトル o^{\rightarrow}c の平行移動、頂
点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転、辺に関する 180^{\mathrm{o}} 回転、重心 (対角線の交点) に関する 180^{\mathrm{o}}
回転、対辺の中点を結ぶ直線に関する鏡映、各辺を延ばした直線に関する鏡映で
不変になっている。パターン IV_{0} の時と比べると、頂点と重心に関する回転角が






4.5 パターンIV3(内角が 60^{\mathrm{o}}, 120^{\mathrm{o}} の菱形)
さて 60^{\mathrm{o}}, 120^{\mathrm{o}} の組み合わせの場合を考えよう。一辺の長さが a の菱形 OABC
で、 \angle AOC=60^{\mathrm{O}} であるものを考えよう (図14左)。頂点 A の周りに回転させて
いくと、 120^{\mathrm{o}} 回転したところで四角形 AEDB が得られる (図14中) \circ これはま
た、対応する頂点や辺は異なるが,頂点  B の周りに 60^{\mathrm{o}} 回転させたものにもなっ
ている。更にまた、辺 AB に関する鏡映でも同じ図形、菱形AEDB が得られてい
ることも注意しておこう。
もう一度頂点 B の周りに 60^{\mathrm{o}} 回転させると、図14の右図になる。更に次々と、
各頂点の周りに隙間のないように回転させていくと、パターン IV_{3} (図15) が得ら
68
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図14: 内角が 60^{\mathrm{o}} の菱形
れる。上の注意から、このパターンは元の菱形 0ABC から辺に関してパタンパタ
ンと折り返していくことで得られることにもなる。





垂直にはベクトル EB の平行移動で保たれている。しかし、ベクトル EB は、幾
何的には菱形の長いほうの対角線になっている。ならば、他の長い方の対角線、例
えばベクトル OB 、 BF の平行移動でもパターンを保つであろうか。確かに、こ
れもパターンを不変にしていることが分かる。しかしこれは当たり前だった。頂
点 B で考えてみれば、ベクトル BO , BE, BF は点 B の周りに 60^{\mathrm{o}} ずつの回転で得
られているのだから。
水平方向のベクトル3  o^{\rightarrow}A\rightarrowは  o^{\rightarrow}F=o^{\rightarrow}B +  BF\rightarrow であるし、垂直方向のベクトル
 EB もOB—OE=OB-BF であるから、ベクトル OB の平行移動とベクトル
69
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の平行移動の群を \mathcal{H}(IV_{3}) と書くことにすれば \mathcal{H}(IV_{3})=\{mOB+nOE|m\rightarrow\rightarrow, n は
整数} ということになる。
折角群の記号を使ったのだから、右辺ももう少し数学らしく簡潔な表現にしよ










ので \mathcal{U}(IV_{3}) と書くことにしよう。パターン IV_{3} に対して、3つの対称性の群
\mathcal{G}(IV_{3})\supset \mathcal{U}(IV_{3})\supset \mathcal{H}(IV_{3})
が得られたことになる。
元々頂点に関する回転が欲しくて内角が 60^{\mathrm{o}}, 120^{\mathrm{o}} の菱形を考えたのだから、そ
ういう変換はある。勿論、一つの菱形から次の菱形を作っていくのに回転を使っ
たというばかりでなく、パターン全体がこの回転で不変になっている。当たり前
の事だが頂点には2種類あると考えられる。その点での内角が 120^{\mathrm{o}} か 60^{\mathrm{o}} かの2
種類である。始めの菱形OABC から点 A の周りに回転させていくと図16の左の
図になり、点 B の周りに回転させていくと右の図になる。









図16: パターン IV_{3} の頂点の星型近傍
てもらうことにしよう。パターン I玲を議論している間、点 Aのように 120^{\mathrm{o}} の内
角を与える頂点を I型、 B のように 60^{\mathrm{o}} の内角を与える頂点をⅡ型と呼ぶことに
しよう。
最初に気がつくことはパターンの中の頂点は I型か II 型かどちらかの点しか存
在しないということだ。一つの点に 60^{\mathrm{o}} の内角と 120^{\mathrm{o}} の内角が集まってくること
はないのである。理由は、回転では、回転の中心の点は動かないという事からく




120^{\mathrm{o}} の内角が隣り合って欲しければそういうパターンもある。 60+120=180 で
直線角が得られ、つまりはパターン IV_{\mathrm{i}} に戻ってしまう。パターン IV_{1} で許される




ば点 A はI型だが、これと直接辺によってつながっている点は O, E, BのようにⅡ
型の点になっている。逆にⅡ型の点 B につながっている点 A, D, G, L, J はI型の
点ばかりである。
またⅡ型の点 B と、最も近いⅡ型の点 O, E, F, M, K, I とを結ぶベクトル  B\mathrm{O}\rightarrow




I型の点同志でも同じだ、ということは成り立たない。例えば、点 A, C, D はす







4.6 パターン  IV_{3} の部分パターン VI_{1} (正六角形) とその部分パター
ン X_{1} と X_{2}
まずI型の点を一つ取る。点 A ということにしよう。点 A を頂点とする菱形す




せば正六角形 BDFUML となり、ベクトル OI=EB=OB-OE の平行移動で写
せば正六角形 ICBLKS となっている。こうして、正六角形OHEDBC を基本図
形とするパターン VI_{1} が得られる (図17)。蜂の巣型のパターンとして有名なもの
である。
このパターンは又次のようにしても得ることが出来る。パターン IV_{3} で考える。
点 A から始めて、点 A の星型近傍を取り、次にその外の I型の点でこの近傍に最










このパターンは点 A から始めたのだが、点 A と上の形のベクトルでは結ばれな
いI型の点、例えば点 C から始めても同じ様に正六角形を基本図形とするパター
ンが得られる。しかし、このパターンはパターン VI_{1} をベクトル AC の平行移動
によって写したものであり、パターンとしては同じものであることが分かる。パ
ターン VI_{1} の正六角形 OHEDBC は正六角形 ROABJI に写されている (点の名
前は図15のもの)。このパターンの正六角形の中心の点だけを考えれば、これもパ
ターン IV_{3} のI型の点であり、互いの差は  mOB+nOE\rightarrow\rightarrow (  m, n は整数) の形のベ
クトルになっている。
パターン VI_{1} はパターン I陥から頂点や線分を取り除いて得られたものであっ
て、新しい要素は何等付け加えていない。パターン VI_{1} はパターン I陥の一部分
だけ取り出したものと考えることが出来る。またパターン VI_{1} の基本図形である
正六角形はパターン IV_{3} の基本図形である菱形を3つ合わせて考えたものになっ





パターン I玲のI型の点の周りの回転は 120^{\mathrm{o}}, 240^{\mathrm{o}} 回転だけだが、パターン VI_{1}
で対応する点は2種類に分かれている。正六角形の中心になっている点の周りでは
60^{\mathrm{o}} 回転も許しており、対称性は増えていると言える。正六角形の頂点となってい
る点の周りでは 120^{\mathrm{o}} 回転のままである。パターン IV_{3} のⅡ型の点の周りでは 60^{\mathrm{o}}
回転が許されていたが、パターン VI_{1} で対応する点は正六角形の頂点になってお
り 120^{\mathrm{o}} 回転しか許さない。パターン IV_{3} のI型の点の周りの 60^{\mathrm{o}} 回転の対称性は
パターン VI_{1} では正六角形の中心の周りの回転に移ったと思ったほうが良いのか
も知れない。
しかしパターン I玲の各菱形の中心の周りの 180^{\mathrm{o}} 回転はパターン VI_{\mathrm{i}} ではどこ
かに消えてしまっている。それとも、一つの正六角形の中にある3つの菱形の中
心の周りの 180^{\mathrm{o}} 回転が、その三点の作る正三角形の重心 (これが正六角形の中心












中点を通る直線に関する線対称がある。例で示せば、点 B, E を通る直線はパター
1 \rightarrowン  IV_{3} の線対称軸だが、パターン VI_{1} ではそうではなく、 BE をベクトル 2ー^{BC} の




ン VI_{1} では許されるが、元のパターン IV_{3} では許されない。




う。回転させれば良いので、基本図形は正六角形 0H\mathrm{E}DBC と正六角形 ICBLKS
をくっつけた十角形0HEDBLKSIC としよう。まず考え付くのがこの基本図形
をベクトルmOK+n OE (m, n は整数) の平行移動で写して得られるパターン
X\mathrm{i} である (図18) 。
平行移動に対応するベクトル全体は、パターン VI_{1} では \{mOB+nOE\rightarrow\rightarrow|m, n は
整数}であり、パターン X_{1} では {mOK+nOE|m\rightarrow\rightarrow, nは整数}だからかなり小さく
なつている。小さくなっていると言っても分かりにくいかもしれないので、ベクトル
の集合の表わし方を変えてみよう。 OB=OI+OE と表せるから、パターン VI_{1} で
74
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は{m OI +n OE |m, nは整数}であり、  o^{\rightarrow}K=o^{\rightarrow}E+EK=OE+H\vec{S}=OE+2\vec{O}I\rightarrow\rightarrow\rightarrow






はすべて、そしてそれだけが有効である。例えば、 BC の中点に関する 180^{\mathrm{O}} 回転
はパターンXi を保つが、平行移動で写った点 DF の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転もパ
ターン X\mathrm{i} を保つということである。これはまだ十角形OHEDBLKSIC の中心
(重心と言っても良い) に関する 180^{\mathrm{o}} 回転と言っても良いのだが。
他の回転は、HE の中点、 BD の中点、 KL の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転であって、
10本の辺の内6本の辺の中点に関する回転しか許さないのである。
線対称も、HE の中点と SK の中点を結ぶ直線 (とベクトル  mOB\rightarrow (m は整数
) の平行移動で写したもの) しか許さない。パターン VI_{1} では中心に関する 60^{\mathrm{o}} 回
転があったのでこういう線対称軸も 60^{\mathrm{o}} ずつ回せたのだが、パターン x_{\mathrm{i}} ではそう
はいかない。
やはり多くの場合、部分パターンでは対称性が減るようだ。






パターンX2の平行移動の群は \mathcal{H}((X_{2}) = \mathbb{Z} OF +\mathbb{Z} H\vec{S}= 3\mathbb{Z} o^{\rightarrow}A +2\mathbb{Z} \vec{O}I と
なって、確かに違う群である。この群の生成元 o^{\rightarrow}F, 20I をパターン X_{1} の平行移
動の群で表わそうとしても、2 \vec{O}I=o^{\rightarrow}K-\rightarrow o^{\rightarrow}E は表せるが、 o^{\rightarrow}F は表わすことが出
来ない。図形的に言えば、ベクトル2 OI の平行移動はパターン x_{\mathrm{i}} を保つが、べ
クトルOF の平行移動はパターン x_{\mathrm{i}} を保たないということである。
逆にパターン X_{1} の平行移動の群の生成元の OE はパターン X_{2} を保っていない。





回転にいたっては、 IS の中点や KL の中点のような図形一般の形の上での点と








本節では、パターン IV_{3} から I型の点の星型近傍である正六角形を基本図形とす

















ものを考えると、下の右3種類の七角形とそれを B に関して 180^{\mathrm{o}} 回転したものの
6種類になる。これらは互いに点 B の周りに回転したものになっているので、一
番右の七角形AEDFGMLを代表として取ろう。
図20: パターン IV_{3} のⅡ型の点の星型近傍
するとパターンハ毛の部分パターンとして、この七角形を基本図形とするパター
ン VII_{1} が得られる (図21)。
図21: パターン IV_{3} の部分パターン VII_{1}
平行移動の群はパターン IV_{3}のときと同じで \mathcal{H}(VII_{1})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}B+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}E=\mathcal{H}(IV_{3})
となっている。星型近傍自身は回転を許したが、それを半分に切った形の七角形






対称軸の方向だから新しい対称軸は与えない。例えば直線 OE を o^{\rightarrow}B で平行移動











図22: パターン IV_{3} の平行移動群の基本図形
























図22の右の上三菱、下三菱と呼んだ2つの図形は、点 B の周りに 60^{\mathrm{o}} 回転する
ことによって重なるし、点 B の所で重ねれば、点 B の星型近傍になる。各々は、




この三菱マークは直線 OB に関する鏡映を許すので、 o^{\rightarrow}F=o^{\rightarrow}B+o^{\rightarrow}E と、それ
を \mathrm{O}B に関する線対称で写したベクトル OK に関する平行移動だけで写すとどう
















パターン IV_{1}^{3} であれば、両三菱の中央の点 (点 O や点 B など) の周りの 120^{\mathrm{o}} 回
転や、Ⅱ型の点の星型近傍の中央の点 (例えば点 E ) の周りの 60^{\mathrm{o}} 回転もある。こ
れらの点は元のパターン IV_{3} のⅡ型の点に対応している。
また菱形の中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転も生き残っているし、菱形の二つの対角線 (勿
論これを延長した直線) に関する鏡映も失われてはいない。
図24: パターン IV_{1}^{3} の基本図形
4.8 平行四辺形のパターン IV_{4} と IV_{5}











平行四辺形 0ABC を移していくことになり、 0ABC を基本図形とするパターン
が得られる。下の図26のパターン IV_{4} としては、 H を O に立てた垂線の足に取っ
た場合の図を描いてある。
図26: パターン VI_{4}
パターン IV_{1} の対称変換群と比較すると、平行移動の群は \mathcal{H}(IV_{4}) = \mathbb{Z} o^{\rightarrow}A
+\mathbb{Z} OH で、運動の群 \mathcal{U}(IV_{4}) = \mathcal{G}(IV_{4}) は o^{\rightarrow}c と平行な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}}
回転と中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を含んでいるが、 \mathcal{H}(IV_{1}) = \mathbb{Z} o^{\rightarrow}A +\mathbb{Z} o^{\rightarrow}c で、
\mathcal{U}(IV_{1})=\mathcal{G}(IV_{1}) はすべての辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転と中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転
を含んでいる。
点 H を C と選んだときにはパターン I砺はパターン IV_{1} に一致し、平行移動の
\rightarrow
群は  OH がずれていき OC になるだけだが、運動の群に関しては OA に平行な辺
の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転という対称性が復活するということになっている。
また、パターン I巧では鏡映がなく \mathcal{U}(IV\mathrm{i}) = \mathcal{G}(IV\mathrm{i}) であったことが寂しいと
思えば22、帯のパターン (図25) から平面全体のパターンを作る際、直線 OA に
平行な辺に関する鏡映を次々と施していくことにすれば、次のパターン IV_{5} が得
られる (図27) 。
このときには、 \mathcal{H}(IV_{5})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}A+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}E ( o^{\rightarrow}E=2 OH) で、 \mathcal{U}(IV_{5}) は o^{\rightarrow}c と平行
な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転と中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を含んでおり、 \mathcal{G}(IV_{5}) は












となれば、平行でないほうの辺の中点に関して 180^{\mathrm{o}} 回転を施していけばよい (図
28) 。帯が出来れば後は、平行四辺形に対してパターン IV_{1}, IV_{4}, IV_{5} などを考えた
ときのように、帯の積み方は好きなように出来る。




I鷲を選んだとすれば、 OA に平行な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転も付け加わるこ
とが分かる。
図28: 台形を基本図形とする帯のパターン












28からパターン IV_{5} を2次の部分パターンとするパターン IV_{6} を描くことができ
る (図30) 。
図30: 2次部分パターンを IV_{5} とする台形のパターン IV_{6}
帯28からパターン IV_{5} を2次の部分パターンとするパターン IV_{6} を描くことが
できたのだが、パターン IV_{5} の基本図形である平行四辺形は ODEC と思っても
HABI と思っても、台形のパターンとしての IV_{6} は同じものが得られている。
対称性を見るときはパターン IV_{5} の基本図形は平行四辺形ODEC と思うこと
にする。部分パターン IV_{5} と台形のパターンとしての IV_{6} の対称性を比較すると
\mathcal{H}(IV_{5})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}D+\mathbb{Z}FC\rightarrow で、これは \mathcal{H}(IV_{6}) と一致している。 \mathcal{U}(IV_{5}) は o^{\rightarrow}c と平
行な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転と中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を含んでいるが、 \mathcal{U}(IV_{6})
は o^{\rightarrow}c と平行な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転は含み、中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転は含ま
ないが、それは AB と平行な辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転に変わっている。
\mathcal{G}(IV_{5}) と \mathcal{G}(IV_{6}) の鏡映の部分は同じで、 OA と平行な辺に関する鏡映を含んで
いる。元の台形が等脚台形の時は更に、 \mathcal{G}(IV_{6}) には、上底の中点と下底の中点を
結ぶ直線に関する鏡映が含まれることになる。





が出来る (パターン VI_{2} ) 。対称性の群はパターン IV_{6} と同じになるが、六角形
OFGABC を基本図形にしていることを強調すれば、 \mathcal{H}(VI_{2}) = \mathbb{Z} o^{\rightarrow}D +\mathbb{Z}  FC\rightarrow
で、 \mathcal{U}(VI_{2}) は  BC\rightarrow に平行でない辺の中点に関する  180^{\mathrm{o}} 回転が加わり、 \mathcal{G}(VI_{2}) に
は  BC\rightarrow と平行な辺に関する鏡映が加わるということになる。
図31: 六角形のパターン  VI_{2}
一般の台形 OABC の下底の中心で 180^{\mathrm{o}} 回転をして得られる六角形 0FGABC
は、3組の対辺が平行で等しい六角形になっている。上でパターン IV_{6} を作った
ときは平行四辺形のパターン I鷲を使ったが、パターン IV_{4} で H を B にしたもの
を考えてみれば、次のパターン IV_{7} が得られることになる。
図32: 2次部分パターンを IV_{5} とする台形のパターン IV_{7}










を考えるときに (図33) 、平行移動の群 \mathcal{H}(VI_{3}) の中に水平なベクトルがあること
を示唆しているというべきかも知れない。
図33: 六角形のパターン VI_{3}
この対称性の群 \mathcal{G}(VI_{3}) は \mathcal{G}(IV_{7}) と変わらないが、六角形を基本図形としてい
ることを強調すると、平行移動の群 \mathcal{H}(VI_{3}) は \mathcal{H}(IV_{7})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}B+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}c と全く同
じであるが、運動 \mathcal{U}(VI_{3}) は各辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転のほかに六角形の中心
に関する 180^{\mathrm{o}} 回転が加わると言うほうがよいだろう。
元の台形が等脚の時は、台形のパターン IV_{6} と IV_{7} は同じものになり、六角形







て 180^{\mathrm{o}} 回転すると六角形が得られる。四角形の内角の和は 360^{\mathrm{O}} だから、隣り合う






図34: 凸四角形を辺の中点で 180^{\mathrm{o}} 回転して凸の六角形を得る
両端の角の和が 180^{\mathrm{o}} を越える辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転では、凹な六角形が得
られることになる (図35) 。
図35: 凸四角形を辺の中点で 180^{\mathrm{o}} 回転して凹六角形になる場合
それはともかく、四角形 OABC の各辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を次々と施し
ていけば、四角形 OABC を基本図形とするパターン IV_{8} が得られる。何故こん
なことができるかと言うと、このパターンの図36で、点 A の周りを見てみよう。
OA, AG, AD, ABの中点に関して 180^{\mathrm{o}} 回転することによって、四角形OABC は次々
と四角形OFGA, AGLD, ADEB に写され、最後に四角形OABC に戻ってくる。そ
のことによって、頂点Aの周りに4つの角 \angle OAG, \angle GAD, \angle DAB, \angle BAOが得られ
るが、これらはそれぞれ四角形OABCの内角である \angle AOC, \angle AGF, \angle ABC, \angle BA\mathrm{O}








この対称性の群 \mathcal{G}(IV_{8}) は、本質的には \mathcal{G}(IV_{7}) と変わらず、平行移動の群は \mathcal{H}(IV_{8})=
\mathbb{Z} o^{\rightarrow}G +\mathbb{Z} o^{\rightarrow}B で、この生成元が元の四角形の対角線であることに注意しておこ
う。また運動 \mathcal{U}(IV_{8}) については、パターンを作り上げた各辺の中点に関する 180^{\mathrm{O}}
回転のほかには見当たらないし、鏡映もないようだ 24_{\mathrm{o}}




さて、このパターン IV_{8} もパターン VI_{3} と同じように、凸な六角形 OFGABC
のパターンを2次の部分パターンとして持っている (図37) 。対称性の群の \mathcal{G}(VI_{4})
と \mathcal{G}(IV_{8}) の関係は、 \mathcal{G}(VI_{3}) と \mathcal{G}(IV_{7}) の場合と全く同様である。つまり、対称性の
群 \mathcal{G}(VI_{4}) は \mathcal{G}(IV_{8}) と変わらず、六角形を基本図形としていることを強調すると、
平行移動の群 \mathcal{H}(VI_{4}) は \mathcal{H}(IV_{8}) = \mathbb{Z}o^{\rightarrow}G+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}B と全く同じだが、運動 \mathcal{U}(VI_{4})







しかしまた、元の四角形 OABC の辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転では凹な六角形
も得られたのだから (図35)、凹な六角形OABHICを基本図形とするパターンが
2次の部分パターンとして得られていることにも注意しておこう (図38) 。
ここでもまた対称性の群 \mathcal{G}(VI_{5}) は \mathcal{G}(IV_{8}) と変わらず、六角形を基本図形とし
ていることを強調すると、平行移動の群 \mathcal{H}(VI_{4}) は \mathcal{H}(IV_{8})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}G+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}B と全






















対称性の群 \mathcal{G}(IV_{9}) も、凸の時のパターン IV_{8} でと同様に記述される。つまり、
平行移動の群は \mathcal{H}(IV_{9})=\mathbb{Z}o^{\rightarrow}G+\mathbb{Z}o^{\rightarrow}B と、各対角線の与えるベクトルで生成さ







四角形 OABC の対角線 AC は端点を除いて四角形の外部にあるが、ベクトルと
しては CA=OG であって、平行移動する際途中がどうであるかということは結果
には影響がない。






図39の六角形 OFGABC を見ていると、対角線 BF で切り分ければ合同な凸
四角形 OFBC と FGAB に分けられることに気付く。この四角形 OFBC から同
じパターンを作っても平行移動の群はこの四角形の対角線の与えるベクトル  OB\rightarrow
と  FC\rightarrow で生成されることになる。少し心配かも知れないが、  FC=OI=OB+BI
=OB-OG であって、平行移動の群は一致するし、運動の群も回転の中心の基本
図形に対する関係が変わるだけで、回転の中心そのものは変わらない。






二つの辺 OA と BC が直交していることは気にしなくてもよかったのである。図










正三角形 OAB から各辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転を次々と施していけば対称性
の高い次のパターン III_{0} が得られる。
平行移動の群 \mathcal{H}(III_{0}) はすべての辺の与えるベクトルの平行移動が許されて、





しかし、平行移動の群 \mathcal{H}(III_{0}) で基本図形 0AB を移動させるだけでは平面全
体を覆えない27。回転には、三角形の中心に関する 120^{\mathrm{o}} 回転、辺の中点に関する
180^{\mathrm{o}} 回転、頂点に関する 60^{\mathrm{o}} 回転があり、鏡映には、各辺に関する鏡映、各辺の
垂直2等分線 (各頂角の2等分線) に関する鏡映がある。
正方形の場合の最も対称性の高いパターン IV_{0} (図6) と比較してみよう。
平行移動の群 \mathcal{H}(IV_{0}) \rightarrowはすべての辺の与えるベクトルの平行移動が許されて、
\mathcal{H}(IV_{0})\rightarrow\rightarrow= \mathbb{Z} o^{\rightarrow}A +\mathbb{Z} oC となる。ここで、他の辺に対するベクトルは  AB=OC\rightarrow\rightarrow
,  CB=OA と一致してしまうことに注意しよう。生成元の差 AC=OC-\rightarrow\rightarrow o^{\rightarrow}A は正
三角形の場合と違って対角線を表わしていて、辺の長さが同じとすると、 \mathcal{H}(IV_{0})
の方が \mathcal{H}(III_{0}) より小さいような感じがするが、 \mathcal{H}(IV_{0}) で基本図形を動かせば全
平面を覆うことになる。
回転には、正方形の中心に関する 90^{\mathrm{o}} 回転、辺の中点に関する 180^{\mathrm{o}} 回転、頂点
に関する 90^{\mathrm{o}} 回転があり28、鏡映には、各辺に関する鏡映、各辺の垂直2等分線に
関する鏡映、各頂角の2等分線 (対角線) に関する鏡映がある。















EACD, EABI_{\backslash } 凹六角形 0ACBKD かそれのどれかと合同なものしかない。正
三角形の時のパターンはこのパターン III_{0} そのもので、但し相似比が2倍のもの
である。平行四辺形の時のパターンは、 IV_{1}, IV_{5} である。
凸六角形の時のパターンは少し考えるだけでも4種類ほど見つかる。1つは
0ACBKD をベクトル土 OB で次々と移していけば右上から左下の方向の帯が
出来、これを並べていくもの。2つ目はこの帯を並べるときひっく り返して並べ
ていく。例えば、帯を辺 AC の中点で 180^{\mathrm{o}} 回転して帯を並べてもよい。3つ目
は、 0ACBKD をベクトル \pm  DA で次々と移していくと波形の帯が得られ、そ
れを辺 OA の中点に関して 180^{\mathrm{o}} 回転させれば2倍の巾の波形の帯が得られる。同
様に帯の巾を広げて選られるパターン。4つ目は、少し変わったものを考えよう。
OACBKD を頂点 A の周りに 60^{\mathrm{o}} 回転させるとAGFHPN が得られ、また辺 OA
の中点に関して 180^{\mathrm{o}} 回転させるとOANMCB が得られ、更に OANMCB を頂点









































図43の四角形 OG’AB にしても、これを基本図形とするパターン IV_{8} を作れば
よい。描いてみれば、このパターンの対称性はかなり下がることも分かる。平行
移動も減るし、回転も少なくなる (OA に平行でない辺の中心に関する 180^{\mathrm{o}} 回転




三角形の内角の和は 180^{\mathrm{o}} だし、四角形の内角の和は 360^{\mathrm{o}} だから、一つの頂点の
周りに、三角形の場合は2度ずつ、四角形の場合は1度ずつすべての内角を集め
るようにすれば、平面を埋め尽くすようにできたのだった。






れそれぞれの組の角の和が  2\times  180^{\mathrm{o}} になり、例えばパターン VI_{2} (図31) のように
2種類の頂点に分かれ、一方の種類の頂点には一方の組の角だけが集まるように
なっていればよい。
5角形の場合、内角の和は 3\times 180^{\mathrm{o}} で、このまま一つの頂点に集めることは出来
ないが、6角形の場合と同様内角が2つの組に分かれ、一方の和が 360^{\mathrm{o}} で、他方
の和が 180^{\mathrm{o}} になっており、頂点も2種類に分かれ、一方は和が 360^{\mathrm{o}} の内角が1組
集り、もう一方には和が 180^{\mathrm{o}} の内角が2組集まれば1点の周りを埋め尽くすこと
ができる。こうしてパターンが出来ることは可能であるが、その例として図56の
図形2、3を基本図形とするパターン (図59を見れば、内角の組も和が 360^{\mathrm{o}} にな
る角が3つの角で、和が 180^{\mathrm{o}} になる角が2つの組になる例になっている。
図60の図形1 4の5角形を基本図形とするパターン(図61) を見れば、内角の
組も3種類で、和が 360^{\mathrm{o}} になる角が2つの角で、和が 90^{\mathrm{o}} になる角が2つの組で、
\overline{30_{> $\zeta$}\fbox{ }^{\backslash \backslash }69}のノ \backslash ° タ -\sqrt[\backslash ]{}\mathrm{t}_{\sim}^{-}(\mathfrak{t}^{\backslash }\mathcal{A}$\gamma$_{\vec{\sim}} もの \mathrm{t}_{-}^{\vee}f_{\grave{\mathrm{A} } る。
96
4. 外部対称性 (平面図形の場合)
もう一つ 90^{\mathrm{o}} の角がある。従って、 90^{\mathrm{O}} が4つで 360^{\mathrm{o}} になるというだけで、必ずし
も2組の3つの角が2つずつになる必要はなく、例えば 90^{\mathrm{o}} の角が4つ集まっても
よいし、つまり、 90^{\mathrm{o}} の角が幾つ (0—4) 集まるかで、5 (+1) 種類の頂点があ
るパターンを作ることが出来ることが分かる。対称性の群を大きくしようとする
とどういうパターンが良いかは、結構面白い問題である。
また図70の図形3 、5 、6、7 、9も5角形でそれに対するパターン (もしく
はその基本図形) が図73, 74,75,76に挙げてある。この図形5のパターンの76の







他の多角形ではどうか。7角形の例なら、パターン VII_{1} (図21) がある。この場




もそうではない。1 0角形の例が、パターン X_{1} , X2(図18, 19) にあるが、この例
では、頂点同志、辺同志しか合わさることがないようになっている。内角の和は
 8\times  180^{\mathrm{o}} で、この例の1 0角形の内角は 120^{\mathrm{o}} のものが8つに、 240^{\mathrm{o}} のものが2つ









最後に、対称性の高さを最初に論じたとき正 n 角形は、 n が大きくなるほど回
転対称性も増すし、線対称軸も増えると言ったが、外部対称性の点ではどうだろ
うか?正 n角形の内角は皆等しく \displaystyle \frac{(n-2)}{n}180^{\mathrm{o}} てあり、それが k個で1点の周りを
埋めようとすれば、






となる。4の約数は1, 2, 4しかないので、場合も (n-2, k-2)= (1,4) , (2,2), (4,1)
しかなく、それぞれ (n, k)= (6,3) , (4, 4), (3, 6) であり、対応するパターンはパター








4.14 パターン IV_{0} の部分パターン
部分パターンについては、正三角形の標準パターン III_{0} (図42) や特別な菱形の
パターン IV_{3} (図26)、正六角形の蜂の巣パターン VI_{1} (図17) に対しては述べたが、
他のパターンに対しても部分パターンを考えることは面白い作業である。ここで
は、パターンに関する (外部対称性に関する) 節を終える前に、一番最初に述べ
た正方形のパターン IV_{0} (図45) について部分パターンの多様性を考察しておこう。






基本図形である正方形 0ABC に対して、辺 AB にこの正方形をくっつけて2倍
の面積の長方形OEFC が得られるし、次々と正方形をくっつけていけば何倍の面




横に m個並べた後その上に 0<n<m個の正方形を並べたものを (m, n) 型の凸
型と呼んでみよう。左端からいくつ目 (\ell(0<\ell<m-n) 番目) から積み始めるか
で (m;n, \ell)型の凸型と呼んだほうがよいかもしれない。例えば凹6角形OEFBHI
は(2, 1, 1) 型の凸型と呼ぶことになるし、凹8角形OSTFGHBCは(3, 1, 2) 型の
凸型になり、凹8角形LSTFGICK は(4, 2, 2) 型ということになる。また (m, n, \ell)
型は (m, n, m-n-\ell+2) 型の凸型とは鏡映で写りあう。
(m, n, \ell) 型の凸型がm+n次の部分パターンを作ることは容易に分かる。例え
ば凹6角形 OEFBHI なら辺 BF の中点で、凹8角形 OSTFGHBC や凹8角形
LSTFGICK なら辺 FT の中点で 180^{\mathrm{o}} 回転させれば、横m+n縦2の長方形にな

































































一般な \mathrm{n} 角形 \mathrm{F} と \mathrm{m} 角形 \mathrm{G} が長さの等しい辺を持っていたとすれ
ば、その辺を合わせて (\mathrm{m}+\mathrm{n}-2) 角形が出来る、
という命題になるだろう。しかし、これは明らかに誤りである。極端な場合、多
























図47: 三角形と四角形で五角形にならない例 (AB =PQ)




角でも 180^{\mathrm{o}} を越えれば、多角形は凸でないことになる (図48)。





















せて出来る内角の和は  0\circ と  360^{\mathrm{o}} まで両端は除いてどんな値になっても構わないの
である。 180^{\mathrm{o}} だけ特別と言ってもよいが、 180^{\mathrm{o}} という値が端にあるならまだしも
真ん中にあるのでは少し辛い。
三角形がたまたま内角の1つが 180^{\mathrm{o}} である四角形と考えてもよいことにすれば、
最初の命題は正しいことになる。つまり、一般な三角形 \triangle ABC と三角形 \triangle PQ\mathrm{R}






正しいと看徹すことも出来るのである。  m>\ell であれば、どんな \ell 角形も  m 角形
であると考えることが出来るのである。たまたま内角の内の  m-\ell個が丁度  180^{\mathrm{o}}















上の1点  O に関して折り返すことを考える (図51)。この直線が紙  $\alpha$ の上にでも
描いてあって、  O からの一方の半直線OP をもう一方の半直線 OQ に重ねていく
ことにすると、紙  $\alpha$ の上に折り返しの線  ABがくっきりと残るだろう。紙  $\alpha$ をもう
一度延ばしてみよう。紙  $\alpha$ は元々直線 \ell によって2つの領域に分かれていたが、こ
の折り返しの線  AB はこの2つの領域を同じ様に半分にしているのである。折ら
ない前の紙  $\alpha$ の面上の直線角 POQ は、折ることで重なり合う2つの直角 \angle \mathrm{P}OA






と \triangle PQ\mathrm{R} だが、 AB=PQ だからといって辺を合わせた図形を考えたとき、たま
たま \angle CAB+\angle RPQ=2 直角 であったから三角形 \triangle CBRが得られたのである。
更にたまたま \angle CBA+\angle PQR= 直角 であれば得られた三角形 \triangle CBR は直角
三角形になり、更にたまたま CB=QR であれば直角二等辺三角形にさえなるこ
とがあるのである。
もっと偶然だって起こりうる。たまたま \angle CBA+\angle PQR=60^{\mathrm{o}} で CB=QR で





































三角定規には2つの形がある。直角二等辺三角形 \triangle ABC と、内角が 30^{\mathrm{o}}, 60^{\mathrm{o}}, 90^{\mathrm{o}}
の直角三角形 \triangle EFG である。
図52: 三角定規の2つの形、半正方形と半正三角形
直角二等辺三角形の方は1つの内角が直角でそれを挟む2辺の長さが等しいと
いう特徴付けからの名前だが、直角以外の2つの内角が等しい (これから 45^{\mathrm{o}} で













































ン (感) かナレ (慣れ) か洞察力が要るかも知れない。
107
5. 隠れた対称性 (平面図形の場合)
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形1, 2, 3 , 4 , 9, 1 0 は既に知っているものとして良いし、容易に平行移
動で無限に長い帯が作れる図形6, 8 , 1 2もそれで良いだろう (尖ったところ
































































図67: 半正三角形の6つの置き方 (半三 I)
長さや面積の値を使いたいこともあるので、 OA=a としておく。図67,68の一
番左に描いた図形はすべての角度が 60^{\mathrm{o}} になるので正三角形であり、従って、斜
辺は AB= 2OA=2a であることが分かり、ピタゴラスの定理により残りの辺は
OB=\sqrt{}a となる。相似な三角形は辺の比だけで決まるから、考えている三角形













































の基本図形になるだろうか。図形1、8のときは2つ合わせると辺の長さが  3a, \sqrt{}a
の長方形になるし、図形4のときは辺の長さが a, 3\sqrt{}a の長方形になるし、図形


























図74: 半三 III 図の図形3のパターンの基本図形
図形5については、図形5を2つと図形5の鏡映したもの2つを合わせた下の
図形を基本図形として (図75) 、平行移動だけでパターンを作ることが出来る。













































ると出来た図形が異なる可能性があるので、可能性が 1 \times 3\times 2=6通りあり、更
に実際その六通りが互いに合同でなかったということであった。三つ合わせると
きは、このリストの六つの ‘四角形 ” の各辺に対して同じことを考えると、可能
性は 6\times 4\times 2=48 通りである。そして合同なものを除くと9通りの‘五角形”が
得られていた (5=4+3-2) 。





































































が何角形であるか、内角をすべて (何角形でもすべて ‘六角形 ” であると考えて
6つの内角)、最後に印としての図形番号があれば図形を区別できるだろうと考え
ることにして、次の表を作った。









図形17だけは ‘六角形 ’ というわけにはいかないので、四角形として処理した
が、他は ‘六角形 ’で、例えばN=5 の時は1つの内角が 180^{\mathrm{o}} であるということ





























最大の角 180^{\mathrm{o}} と次の角 90^{\mathrm{o}} を結ぶ辺の長さは a と \sqrt{}a であり、合同にはなれない。







































アーサー \mathrm{C} .クラーク著「グランドバンクスの幻影」 (Arthur CClarke:












スの名前 (エイダ =\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{a} は高級コンピュータ言語の名前にもなっている) を付けら
れた (親の過度の期待)。エイダが6才になる頃には、夫妻の友人たちが 「2項定理
ぐらいは発見しても良さそうだが」 と冗談を言うほどに期待されたが、一向に数


































































三角形だから合同で、どれとどれを合わせても同じだから、 \triangle OQR を \triangle 0A\mathrm{D} に
重ね合わせることにしよう。面の数が7つでなくなることがあるとすれば、何処
かの面と面が同じ平面内にあることにならねばならないが、直観にはそぐわなく
ても,今の図では \triangle OPQ の面と \triangle OAB が同じ面をなす以外には考えられない。
正四面体 OPQR もピラミッドOABCD も O を通る対称面を持っており、上のよ
うに面を合わせれば同じ面になる対称面がある。正四面体OPQRでは、頂点 O か
ら底面 PQR への垂線と、頂点 P から底辺 QRへの垂線を含む平面であり、ピラ
ミッド 0ABCD では頂点 O から底面ABCD への垂線と、 AD の中点と BC の中
点を結ぶ直線を含む平面である。従って合わさった立体もこの平面に関して対称
である。
それゆえ、 \triangle OPQ と \triangle OAB が同じ面をなすのなら、 \triangle \mathrm{O}PR と \triangle ODC が同じ
面をなすことになる。
正四面体をなすのだから、 \triangle OPQ と \triangle \mathrm{O}P\mathrm{R} のなす面は直線 OP で交わってい
る。それゆえ、 \triangle OAB と \triangle ODC のなす面は直線OPで交わっていることになる。
今度はピラミッドのもう一つの面対称を使う。ピラミッドOABCDは、頂点 O
から底面ABCD への垂線と、 AB の中点と CD の中点を結ぶ直線を含む平面 S に
関して対称である。
従って、 \triangle OAB と \triangle \mathrm{O}DC のなす面は, \triangle OQR を \triangle \mathrm{O}BC に重ね合わせたとし
たときの線分 OPの,平面 S に関する対称像である OP' で交わることになる。
\triangle O\mathrm{P}Q と \triangle OP\mathrm{R} のなす面は直線 OP と OP' で交わっているから, \triangle OAB と
130
6. 立体図形における直観と対称性















いが、直線 OP と OP' は点 O で交わるのだが本当に二本なのかは確かめられて

























とすることにし、正四面体OPQR を QRでこの平面の上に立てて、OP の中点 S
と QR の中点 T を結ぶ線 STが水平面に垂直になるようにしよう (図79左図)。正
四面体 OPQR を、 QRや水平面との位置関係を変えないまま滑らすように動かし





を水平面の上をずらしていき、 AD に合わせることにする。そのとき、 \triangle OQ\mathrm{R} が
\triangle 0AB にぴったりと合っているかどうか分からないので、正四面体 OPQR を直
線QR=AD の周りに回転させて、 \triangle OQ\mathrm{R} と \triangle OAB を合わせるようにする (図
79右図)。この立体を仮に X とでも呼んでおこう。このとき、直線 OP が水平面
に平行であるかどうかが問題である。
図79: 正四面体とピラミッド( \mathrm{O}P は水平か?)
直線 OP と点 T を含む平面、即ち \triangle \mathrm{O}\mathrm{P}\mathrm{T} の定める平面は正四面体OPQR の対
称面になっており、立体Xではこの平面は BC の中点 L をも通っており、ピラミッ
ドOABCD との切り口は \triangle \mathrm{O}\mathrm{T}L となり、ピラミッド 0ABCD の対称面にもなっ
ている。この平面が水平面と垂直であることを注意して、この平面と立体X との
切り口を見てみよう (図80) 。
正四面体 OPQR とピラミッド 0ABCD の各辺の長さはすべて等しかった。こ





OP=a=AB=TL であり、PT =OL= \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a である。前者は辺そのもので
あり、後者は正三角形の頂点から対辺への垂線の長さであり、ピタゴラスの定理
を使えばすぐに分かる (\displaystyle \sqrt{a^{2}-(\frac{a}{2})^{2}}=\frac{\sqrt{3}}{2}a)。ピタゴラスの定理を知らなくても、
辺の長さの等しい正三角形 \triangle \mathrm{P}QR と \triangle OBC は合同であり、重ね合わせれば、点
T と点 L が重なり、したがって、線分 PT と OL は重なることからも分かる。
更に言うなら、 \triangle T\mathrm{O}\mathrm{P} と \triangle O\mathrm{T}L に於いて、 TO=OT,OP=TL , PT =LO の
対応する三辺が等しいので、二つの三角形は合同であり、対応する角も等しい。特
に、 \angle POT=\angle LT\mathrm{O} であり、これは二直線 PO と LT の直線 OT に関する錯角が
等しいことを意味しており、この二直線 PO と LT は平行であることになる。
0.
図80: \mathrm{O}P 断面


























二つの立体を見ることになるのだが、 \triangle \mathrm{P}QR も水平面上に置く限り、同時にこの
ように見える角度は実はないのである。ここでも少し、ピカソだったのだ。
この図78を見ていると、 \triangle OQ\mathrm{R} は回転軸QRの周りにかなり回さないと \triangle OAD










また正四面体 OPQR の高さは頂点 \mathrm{O} から水平面への垂線の長さだが、これは
\mathrm{O} から PT への垂線として実現されている。この長さを仮に h とする。平行四辺
形OPTL の面積を二通りに表わすと、 \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}ah=\frac{\sqrt{2}}{2}a^{2} となり、従って、 h=\sqrt{\frac{2}{3}}a
となる。
正四面体の方がピラミッドよりかなり背が高く、尖った感じにならないといけな
い。この感じからいくと、 OP は O から見て水平よりも低くなっていくように感
じる。(かなり高いなどと曖昧なことを言わなくても、 \displaystyle \frac{2}{\sqrt{3}} 倍高いと言えばよいの










図79の左図で、正四面体OPQRを QR で水平面に立てて、 ST が水平面に垂直
になるようにした。そのとき、 OP は水平で、水平面からの高さは STそのものであ
る。 ST は \triangle SQRの頂点 Sf_{\mathrm{J}}、ら底辺QRへの垂線であり、 SQ=SR=\displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2},QR=a
であることから、OK に対する計算と同じ計算で、 ST= \displaystyle \frac{\sqrt{2}}{2}a であることが分か
り、従って OK=ST である。
さて上の図80に戻り、四角形OKTS を考えることにする。 OK は水平面への垂




何故証明としてはいけないのかというと、 \angle STK= 直角 であることが先に分
かるわけではないからである。図79の左図で ST は水平面に垂直だから、水平面
上のすべての直線と直角に交わり、特に \angle STQ= 直角である。しかし、正四面体
OPQR をピラミッドOABCD にくっつけるとき、直線 QR を軸に回転している
かも知れない (していないことが証明したかったことである) ので、 QR以外の直
線とは直角に交わっている保証がないのである。
長方形であることの証明自体は簡単である。 OS= \displaystyle \frac{a}{2} =TK も言えるので、四
角形 OKTS は平行四辺形であり、一つの内角が直角なので、長方形である。















まず面角の定義を与えておこう。平面  $\alpha$ と  $\beta$ が直線 \ell で交わっているとしよう。
(交わらないときはその面角は  0 とすることにする。) 交線 \ell 上に任意に点  O を取
り、平面  $\alpha$ 上に  O を通り直線 \ell \mathrm{t}こ垂直な直線 \mathrm{O}P を引く。平面  $\beta$ 上にも \ell への垂
線  OQ を引く。二直線 OP と OQ の成す角の大きさ  $\theta$ を二平面  $\alpha$ と  $\beta$ の作る面角
の大きさという。勿論、二直線  OP と OQ が平面を定め、この平面上で二直線の
角度を測るのである (図81)。??節でも述べたように、二直線間の角度は二つ値を






面角の大きさ  $\theta$ が  0\circ や  180^{\mathrm{o}} のときは2平面  $\alpha$ と  $\beta$ は一致するし、  $\theta$=90^{\mathrm{o}} のと
きは2平面  $\alpha$ と  $\beta$ は直交するという。直交するとき、平面  $\alpha$ 上の任意の直線は  OQ





\triangle O\mathrm{P}Q と \triangle 0AB同じ面をなすことを示すには、直接的に \triangle OPQの面と \triangle 0AB
の面との面角が 180^{\mathrm{O}} であることを示す方針 I と、 \triangle OPQ の面と \triangle 0AB の面の水
平面との面角が等しいことを示す方針Ⅱの二つがある。
まず方針 Iで示してみよう。図79の立体Xを見てみよう。交線OQ=OA 上に
適当な点を選ばねばならないが、対称性から線分 OQ の中点 H を取るのがよいだ
ろう。 H を通り、直線 OQ の垂直な平面  $\gamma$ を考えると、  $\gamma$ は正四面体 OPQR の対
称面になっており、その交わりは \triangle PHD になっている。更にピラミッドOABCD
との交わりが \triangle \mathrm{H}BD になっている。平面  $\gamma$ 上でこの二つの三角形が辺 HD で隣
り合っている。折れ線PHD が実は直線であること、つまり点  H での隣り合う角
の和が180\circ= $\pi$ (ラジアン) を示せばよい。これが問題の二つの平面の面角だから。
予断を持つといけないので二つの三角形を少し離して描いておく (図82の左
図 ) 。 \angle OHD= $\varphi$, \angle BHD= $\psi$ と書くことにするとき、  $\varphi$+ $\psi$= $\pi$ を示せばよい。
図82: 面角の計算
図82に現れる線分の長さはすべて分かっている。  PD=a, PH=DH=BH=
\displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2}a , BD = 而a である。だから \triangle DHP と \triangle DHB の形が決まってしまうので、
 $\varphi$+ $\psi$= $\pi$ はどのようにして示してもよい。
三角関数を使ってみるなら、余弦定理
 PD^{2}=PH^{2}+DH^{2}-2PH\times DH\cos $\varphi$,  BD^{2}=BH^{2}+DH^{2}-2BH\times DH\cos $\psi$
をそれぞれの三角形に使えばよい。値を入れれば、長さ  a は幾つであっても \cos $\varphi$=
\displaystyle \frac{1}{3}= -\cos $\psi$ となる。従って、  $\varphi$+ $\psi$= $\pi$ である。
「従って」 という部分を、三角関数を使ったのなら、もっときちんと示せと言
うなら次のようにやれば良い。三角形の内角だから、  0 <  $\varphi$,  $\psi$ <  $\pi$ という制限
があって、  0 < \sin $\varphi$, \sin $\psi$ \leq  1 であるから、このサインの値は等しい。つまり
\cos $\varphi$+\cos $\psi$ = 0, \sin $\varphi$ = \sin $\psi$ であり、ここで加法定理を使えば \cos( $\varphi$+ $\psi$) =
\cos $\varphi$\cos $\psi$-\sin $\varphi$\sin $\psi$ = ‐cos2  $\varphi$-\sin^{2} $\varphi$= -1 となり、  $\varphi$+ $\psi$= $\pi$ であること
が分かる。
三角関数を使うのが嫌なら、図82右図に描かれた辺の長さが1, \sqrt{}, \sqrt{} の直角
三角形を考えればよい。斜辺 AC の中点を O とし、 B と結べば、 OA = OB =
137
6. 立体図形における直観と対称性
\mathrm{O}C= \displaystyle \frac{\sqrt{3}}{2} となり、辺の比が同じだから、問題の \underline{=}角形と相似になり、 \angle COB=
 $\varphi$, \angle A\mathrm{O}B =  $\psi$ となり、元々直線角 (= 180^{\mathrm{O}}) =  $\pi$ を分けただけのものだから、
 $\varphi$+ $\psi$= $\pi$ であることが分かる。









図79を見る。 \triangle OAB と水平面との面角は \angle OIJ を測ればよい。 JI と交線 AB
が垂直であることは明らかで、 OI と AB が垂直であることは \mathrm{O}K が水平面に垂
直であることと三垂線の定理による。 \triangle \mathrm{O}PQ と水平面との面角は \angle SQ\mathrm{R} を測れ
ばよい。 OP の水平性の証明で注意したように、 ST も水平面に垂直であるから、
SQ, SR が交線 AB に直交している。
ところが \triangle SQ\mathrm{R} と \triangle OIJ は共に上の方針の証明で使った \triangle P\mathrm{H}D と合同な二











まず、2平面  $\alpha$,  $\beta$ の面角  $\theta$ が、その定義における交線 \ell 上の点  O の取り方に依
らないだが、これはすぐに分かる。きちんと言うと、交線 \ell 上にもう一つ点  O' を
取って同じ様に垂線 O'P' と O'Q' を引くと、この間の角度がまた  $\theta$ になるという
ことである (図83)。
これも厳密に証明しようとすると結構厄介である。感覚的には \triangle O\mathrm{P}Q をその面







 OP, OQ が交線 \ell に垂直なので、OP と  OQ の作る平面  $\gamma$ も直線 \ell に垂直である。
点  P, Q を選び、 OP=O'P', OQ=O'Q' であるように点 P', Q' を取れば、四角形
OO’P’P と \mathrm{O}\mathrm{O}'Q'Q が長方形であることはすぐ分かる。従って、 OO'=PP'=QQ'
であり、またこの3線分が互いに平行であることが分かる。特に PP' は P と平行
で、従って PP’ は平面  $\gamma$ に垂直である。それゆえ、平面  $\gamma$ 上の線分  PQ と PP' は
直交し、 \angle P'PQ は直角である。
四角形 PP’Q’Q はPP’ =QQ' で PP' と QQ' が平行なことから平行四辺形であ
ることは分かっているが、更に一つの内角 \angle P'PQ が直角であることから長方形で
あることが分かり、 PQ=P'Q' となる。
\triangle OPQ と \triangle \mathrm{O}'P'Q' は、対応する三辺がそれぞれ等しいので、合同であり、対




何はともあれ、交線 \ell 上の点 \mathrm{O} を選ぶところまでは良いとしよう。そこで、図
84のように2平面  $\alpha$ と  $\beta$ 上に、点  O から引く半直線OP, \mathrm{O}Q を任意のものとして
みよう。確かにこうすると、 \angle \mathrm{P}\mathrm{O}Q はいろいろと変化し、2平面  $\alpha$ と  $\beta$ だけでは
決まらないようだ。
半直線  OP, OQ と交線 \ell とのなす角をそれぞれ  $\varphi$,  $\psi$ とし、 \angle \mathrm{P}\mathrm{O}Q を  $\chi$ と書くこ
とにする。角  $\varphi$,  $\psi$ を  0\leq $\varphi$,  $\psi$\leq $\pi$ の範囲で任意に与えれば、角  $\chi$ は一意的に与え
られる。関数  $\chi$= $\chi$( $\varphi$,  $\psi$)= $\chi$( $\varphi$,  $\psi$; $\theta$) が与えられた訳である。そして  $\varphi$,  $\psi$ の関数
としての  $\chi$ の特別な値として、面角  $\theta$ が与えられないかという問題を考えたい。





のみの関数としたとき  $\chi$ がどのような挙動をするかを見てみよう。図形的に言え
ば、 \mathrm{O}P だけは任意に引いたものとし、 OQ を動かして角度 \angle P\mathrm{O}Q がどう変化す
るかを見てみることである (図85) 。
最初に指定する半直線 \mathrm{O}P において、 OP と \ell のなす角は  0 から直角までとして
もよい (対称性の議論から)。 OP=a とする。 \angle P\mathrm{O}Q が一定であるような半直線
OQ を動かしてみると、 O を頂点とし、 OP を中心軸とする円錐となる。 O を頂点
とし、 \mathrm{O}P を中心軸とする円錐と平面  $\beta$ との交わりは、2本の半直線か\nwarrow 1本の半
直線か、頂点  O だけかの3つの場合に分けられる。そうすると平面  $\beta$ 上の半直線
 OQ で  $\chi$=\angle P\mathrm{O}Q が最も小さいものは、この円錐が  $\beta$ に接するときの接線になる
ことが分かる。この接線である円錐の母線を \mathrm{O}Q とする。
この最小値  $\chi$ を  $\varphi$,  $\theta$ の関数として表わしてみよう。
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図86:  $\varphi$ を与えたとき、  $\psi$ の関数としての  $\chi$ を求める
図86を見てみよう。  P から平面  $\beta$ に垂線を下ろせば、平面  $\beta$ は母線  OQ での円
錐の接平面だから、その足 K は半直線 OQ の上に乗ることになる。
P から l に下ろした垂線の足と K から \ell に下ろした垂線の足は一致し、それを
 H と書くことにする (三垂線の定理による)。
角の大きさに対する記号を次のように確定しておこう。
\displaystyle \angle POB= $\varphi$(0\leq $\varphi$\leq\frac{ $\pi$}{2}) , \angle QOB= $\psi$, \angle POQ= $\chi$, \angle PHK= $\theta$, 0\leq $\psi$,  $\chi$,  $\theta$\leq $\pi$
\displaystyle \angle OKP=\angle OHP=\angle OHK=\angle PKH=\frac{ $\pi$}{2}
これを用いて、分かっている辺と角の関係を3つの直角三角形について挙げて
みると、
\triangle OPK では、 PK=OP\sin $\chi$=a\sin $\chi$,  OK=\mathrm{O}P\cos $\chi$=a\cos $\chi$ 、
\triangle \mathrm{O}\mathrm{P}H では、  OH=OP\cos $\varphi$=a\cos$\varphi$_{)}PH=OP\sin $\varphi$=a\sin $\varphi$ 、
\triangle O\mathrm{H}K では、  OH=OK\cos $\psi$=a\cos $\psi$\cos$\chi$_{)}KH=OK\sin $\psi$=a\sin $\psi$\cos $\chi$
となる。まず、  OH の二つの表現から \cos $\varphi$=\cos $\psi$\cos $\chi$=a^{-1}OH が分かる。
\triangle \mathrm{P}HK で \angle PHK= $\theta$ で余弦定理  PK^{2}=PH^{2}+KH^{2}-2PH . KHcos  $\theta$ に
分かっているものを代入して、  a^{2} を消去すると、
\sin^{2} $\chi$=\sin^{2} $\varphi$+\sin^{2} $\psi$\cos^{2} $\chi$-2\sin $\varphi$\sin $\psi$\cos $\chi$\cos $\theta$
となる。 \cos $\varphi$=\cos $\psi$\cos $\chi$ を代入すると、
 1-\cos^{2} $\chi$=1-\cos^{2} $\chi$\cos^{2} $\psi$+\cos^{2} $\chi$\sin^{2} $\psi$-2\sin $\varphi$\sin $\psi$\cos $\chi$\cos $\theta$
となり、移項して整理すれば
 2 \sin $\varphi$\sin $\psi$\cos $\chi$\cos $\theta$=\cos^{2} $\chi$(1+\sin^{2} $\psi$-\cos^{2} $\psi$)=2\cos^{2} $\chi$\sin^{2} $\psi$
141
6. 立体図形における直観と対称性
となる。円錐が接するという状況では (  $\theta$\displaystyle \neq\frac{ $\pi$}{2} なら) \cos $\chi$\sin $\psi$\neq 0 だから
\sin $\varphi$\cos $\theta$=\cos $\chi$\sin $\psi$
となる (  $\theta$=\displaystyle \frac{ $\pi$}{2} のときでも成り立つ)。二乗すれば
\sin^{2} $\varphi$\cos^{2} $\theta$=\cos^{2} $\chi$\sin^{2} $\psi$=\cos^{2} $\chi$-\cos^{2} $\chi$\cos^{2} $\psi$=\cos^{2} $\chi$-\cos^{2} $\varphi$
となる。移項すれば、
\cos^{2} $\chi$=\sin^{2} $\varphi$\cos^{2} $\theta$+\cos^{2} $\varphi$=1-\sin^{2} $\varphi$\sin^{2} $\theta$
となり、従って
 $\chi$=\cos^{-1}\sqrt{1-\sin^{2} $\varphi$\sin^{2} $\theta$}
となる。
ここで . を動かしていくと、  $\chi$ の値がどうなるかを見てみよう。  $\varphi$= 0 のとき
 $\chi$=\cos^{-1}1=0であり、  $\varphi$=\displaystyle \frac{ $\pi$}{2} のとき  $\chi$=\cos^{-1}(1-\sin^{2} $\theta$)= $\theta$ となる。  0\displaystyle \leq $\varphi$\leq\frac{ $\pi$}{2}
の範囲で、 \sin $\varphi$ は単調増大だから、 \sqrt{1-\sin^{2} $\varphi$\sin^{2} $\theta$} は単調減少で、従って  $\chi$ は
 $\varphi$ の単調増加関数である。
特に二つの面  $\alpha$ と  $\beta$ が直交しているとき、  $\theta$=\displaystyle \frac{ $\pi$}{2} を代入してみると、  $\chi$= $\varphi$(\cos $\psi$=
1 ゆえ  $\psi$=0) となり、任意の半直線OP を中心軸とする円錐で平面  $\beta$ と接するも
のの接線は二つの平面の交線 \ell になることになる。
こうして、  $\chi$( $\varphi$,  $\psi$) は、  $\varphi$ を止めたときの  $\psi$ に関する最小値の、  $\varphi$ を動かした最大
値が存在して  $\theta$ となり、それは  $\varphi$=\displaystyle \frac{ $\pi$}{2} であるときである。また、 \cos $\varphi$=\cos $\psi$\cos $\chi$






図79で \triangle O\mathrm{P}Q と \triangle 0AB が同じ平面を与えることが問題だったが、前節6.3の
証明の方針 II の精神を生かせば、図79でピラミッド 0ABCD の \triangle \mathrm{O}BC の反対
側に正四面体 OPQR をあてがい、その反対側にまたピラミッドOABCD を差込
むというような操作をすることが出来ることが分かる。
これを無限に続けると \triangle 0IJ を底面とする無限に長い直三角柱が出来る。この
直三角柱を先に考え、順に正四面体とピラミッドで分割していくことを考えれば、
\triangle \mathrm{O}PQ と \triangle \mathrm{O}AB が同じ平面を与えることは自明のことになってしまう。
二つの同じピラミッドOABCD, O'A'B'C'D' を用意し、底面を同じ水平面上に
起き、辺 BC を辺 A'D' と合わせると次の図87になる。
O
図87: ピラミッドを二つ並べる
\triangle 0AB と \triangle \mathrm{O}'A'B' が同じ平面をなすことは明らかである。反対側の \triangle OCD と






















似比が \displaystyle \frac{1}{2} のピラミッドが6つ得られていることに気付くだろう。OEFGH, EAJPI,
FJBKP, GPKCL, HIPLD と,上下が反転している PEFGH である。ピラミ





とピラミッドFJBKPの面 \triangle \mathrm{F}\mathrm{J}B が同じ平面であるのは、元のピラミッドOABCD

























AJPI, JBKP, PKCL, IPLD の中心になる。 Y とピラミッドEAJPI との交わりは
ピラミッドEAJPI の4分の1であり、 Y と正四面体EFPJ との交わりは正四面体
4 4EFPJの2分の1である38。従って、正四角柱Yの体積は a+a+-b=2a+2b=3a\overline{4}2
である。
これで正四角柱 EFGHQRST の体積が、正四角錐 PEFGH の体積の3分の1
であることが分かった。更に \triangle \mathrm{O}DB でピラミッドOABCDを切り分ければ、 三
角形 \triangle E\mathrm{F}\mathrm{H} を底面とする三角柱 EFHQRT の体積が \underline{=}角錐 PEFH の体積の3
分の1であることが分かる。
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